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YBOA Y TEOMETPUJY

I'eomeTpujom cy ce Jbyau OaBHIM oIl Y HajpaHU]Oj UCTOPHUjU. Y MOUYETKY je TO OHII0
youaBame KapaKTepUCTHUHUX 00JIMKA, Kao IITO Cy KPYT WM KBaJpaT, a KaCHUje OTKPUBAjy U
pasHe ocobuHe TuX ¢urypa. OBa oTkpuha KOpUCTHIIA Cy C€ MpPH Mepewy IOBPIINHE
3eMJbUIITA, A OTYyA TeoMeTpHuja U noluja cBoje ume. J[o reoMeTpujcKuX TBphemwa ce y
MOYETKY JI0Ja3WI0 MHAYKTHBHO - MEpPEHhEeM Ha IOjeJUHAYHUM MpUMEpHMa U KAaCHUjOM
NIpOBEpOM J00MjeHuX pesynraTa. [IpBu MaremMaTHUYKu 3aKOHH, KOje Cy TO3HABAJH JOII CTapH
Erunhanu n BaBunonuu, 1061MjeHn Cy yrpaBo OBUM, HHAYKTUBHUM METOMMA U MIPUXBATaHU
cy 6e3 1oKkas3a.

Beh xon crapux I'pka nojaBuiio ce Haueao mpeMa KoMe ce MaTeMaTUyKe 3aKOHUTOCTH
HUCY TpHXBaTalle yHaIpel 0K ce MPETXOJHO He JMoKaxy. HamymTeH je MHIyKTHUBHH, a
3aroyeT JelyKTUBHU METO/I, KOjU je Y JaJbeM pa3Bojy reoMeTpuje, MaTeMaTHKe, a U OCTalIuX
Hayka MMao HENpoIeHUB 3Hauaj. [IpBa mpuMeHa JeyKTUBHOT METO/a Y T€OMETPUJH U TIPBU
TeOMETPUjCKH JIOKa3Hu Be3yjy ce 3a craporpukor ¢mioszodpa Tameca m3z Munera (VII-VI B.
n.H.e). Tanec je myroBao y Erumar u TaMo 0o/ CBEIITEHHKA Ca3HA0 HHXOBE '€OMETPHjCKE U
aCTPOHOMCKE 3aKJbyuKe O 30Hpy YIJI0oBa y TPOYIJy, O OMUCAHOM KpYyry Tpoyria utia. OBakas
HAYMH pa3Boja reOMETpHje HACTaBUIIU Cy M JAPYTH cTaporpuku ¢unoszodwu, Hrp. [Turaropa ca
octpBa Camoca (VI B. m.H.e). [lutaropa u HeroBu Y4YEHUIM 3aCIyKHH Cy 32 JOKa3MBaHE
[TutaropuHe TeopemMe U OTKpUBAE HECAMEPJbUBUX IY)KH, Tj. HpallnoHATHUX OpojeBa. [Topen
TOTra, OTKPWIU CY M J1a je 30up yrioBa y Tpoyriy jenHak 180° u npBu, Tpehu U 4eTBPTH CTaB
nojynapHoctu Tpoyria. [luraropun ciendennk, Xunokpat XuoHcku (V B. I.H.€) U3JI0XKHUO je
CHCTEMAaTCKH FeOMETPHjy M U3padyHao MOBPIINHY MECEYEBOT CpIia.

[Tnaton u Apucroren (IV B. m.H.e) mpupaBaiu Cy BeoMa BEJIMKH 3HAu4aj pa3Bojy
reomerpuje. [lmaTon je 3a cBoje cieaOeHUMKE OCHOBAO WLIKONY ,,AKaleMmMuja“, a MOLITO je
reoMeTpHjy CMaTpao OCHOBOM CBHUX HayKa, Ha yna3y y AkajneMmMujy OHO je yKjecaH HaTIHC
,Heka He yna3u OoHaj KO He 3Ha reomerpujy“. IlmaToH je 3axTeBao Ja ce MpH H3BOhemYy
reOMETPHjCKHX TpaBWiIa HE CIY)XM CaMO MCKYCTBEHUM JloKa3zuMa, Beh na ce momnazehu ox
paHMje YCBOJEHHMX M JIOKa3aHMX NPETIOCTaBKM Ta MHpaBuia Jokasyjy. Ilomenumo na ce
notpeba 3a nokasuma nojasuia jomr 2000 roguHa m.H.e, Kajga cy MHAMjIM MOKyIIaBaau J1a
u3BeNly reoMeTpHjcka mpaBwia. Mehytum, kon MHaujama Aoka3aTd HEMITO 3HAYMIO je
3ala3uTH J1a TO BaKW Ha OCHOBY OUYMIJIEHOCTHU LpTexka. L[prexu y reoMeTpuju Mory umMaTu
MOMONHY yJIOTy, ajli BbUX0Ba TAYHOCT MOpa OMTH JIOTHYKH NPOBEPEHA.

Crapu I'pum cy OUMITIEHOCT LpTeXa CMaTpalyd HEIOBOJHHUM 3a JIOKA3 HEKE HOBE
TeOMETPHjCKe YHILEHUIIE, Ta jy je TpeOano JoOuTu pacyhuBameM 1Mo oapeheHuM JIOTHIKuM
3aKOHMMa W3 HEMOOMTHUX HCTHHA. APHCTOTEN je pa3pajuo JIOTHKY J0Ka3uBama M IO
IETOBOM MHUIBEHY y TeMe/bHMMa TE€OMETpHje MOpajy ce HaJla3UTH akcHoMe, uuja
MCTHUHUTOCT HE M3a3MBa CyMIbY M YHjH je Opoj orpaHndeH. AKCHOMA Yy JIOCIIOBHOM MPEBOJY
ca TpYKOr 3HA4u ,HEMOOMTHO™ M He Tpeba je nokasuBaTu. CBe ocTajlie TeOMETpHUjCKe
npeTrnocraBke ce yoOpajajy mehy Teopeme (Teopema 3Ha4YM I0jaM, MpeJCTaBa y JAOCIOBHOM
NPEBOAY ca I'PUYKOT), a OHe ce Joka3yjy. [lo Apucroreny 1oka3zaTH HEKy TEOpeMY 3HAUM
JI00MTH je MyTeM JIOTHMUYKOr pacyhuBama Kao MOCIEOUIly paHHje jaokazaHor. CBOj MeTon
3aCHOBAH Ha MPEJIacKy OJ1 OMINTEr Ka IM0jeJUHAYHOM Ha3uBa JEAyKTUBHOM METOJOM, a O]
reoMeTpHje cTBapa AeAyKTUBHY MaTeMaTHUKy IUCLUUIUIMHY, KaKBa je OHA U JaHac.



CUCTEMATU3AIUJA TEOMETPHUJE.
EYKJIIMI U BHET'OBU ,,EJIEMEHTU*

Kana ce mojaBuia motpeba 1a ce noka3aHe TeOpeMe CUCTEMATU3Yjy U YBEIy aKCHOME,

IpBH NMOKyIIaj y ToMe J1ao je Eyknun uz Anexcanapuje (111 B. m.H.e) y cBoM BeoMa MO3HATOM
neny ,,Enementu ox 13 kmura. Y EykiauaoBo Bpeme HHje cMaTpaH oOpa3oBaHUM OHaj KO
HUje mo3HaBao reomeTrpujy. [loctoju nerena na je cam map tpaxuo ox Eyknuna na ra ysene
y 3Hama TeoMeTpuje, alM Tako Ja He omnrepehyje MO3ak ca CBUX TPHHAECT KHbUTa
,Eiaemenata®, seh na ce 3a mwera nponahe kpahu, ,,lapcku MyT* y u3ydaBamy reoMeTpHje.
CMmenu crapany My je OJArOBOPHO Jia HaXXaJOCT y Haylud Hema ,[[apCKuX IyTeBa™, W Ja
YKOJIMKO I1ap KeJ J1a Hay4l FeOMeTpUjy Mopa Jia mpolje 11eo Iyru myr.

VY npBoj kwu3u ,,Enemenara® Eyknun naje 23 neduHunmje Kojuma yBOJIU OCHOBHE

reoMeTpHjcke MOjMOBE Kao LITO Cy Tauyka, I[paBa, paBaH, yrao, kpyr utig. OBo cy Te

neduHUIMje:

1. Tauka je OHO IITO HEMa JEJIOBA.

2. Jlunwuja je nyxuHa 6e3 MUpHHE.

3. KpajeBu nunuje cy Tauke.

4. TlpaBa je nuHHUja OHA, KOja 3a TauKe Ha HOj MOjeTHAKO JIeKH.

5. TloBpmMHa je OHO MITO UMa CaMO JIy)KHHY U IIUPUHY.

6. KpajeBu noBpuuHe cy JMHH]jE.

7. PaBaH je moBpIIMHA KOja 3a IPaBe Ha H0j MMOJIjEAHAKO JIEKH.

8. VYrao y paBHU je y3ajaMHHM Haru0 JBejy JMHHUja y PaBHU KOj€ C€ CEKy U KOje He JIekKe
Ha UCTOj TPaBo;j.

9. Ako cy nuHHje Koje 00pa3yjy yrao npase, yrao ce 30B€ paBOJIMHH]CKH.

10. Ako npaBa, Koja CTOjH Ha JAPYyroj MpaBoj, 00pasyje ca OBOM JiBa CyCe/IHa jeIHaKa yria,
CaBKM O] IbUX j€ IpaB, a MOJIUTHYyTa paBa 30B€ C€ HOpMasla Ha OHOJ Ha KOjOj CTOjH.

11. Tym yrao je oHaj koju je Behu 011 IpaBor.

12. Omrap yrao je oHaj KOju je Mamu OJ] IPaBor.

13. I'panuna je oHO LITO je Kpaj Ma yera.

14. ®urypa je oHO MITO je oMel)eHO WM jeTHOM WJIM Ca BUILE TPaHULIA.

15. Kpyr je paBHa ¢urypa omeheHna TakBoM jeIMHOM JTMHHU]OM (Koja ce 30Be nepudepuja),
Jla Cy CBe MpaBe MOBYYEHE O] jeIHE TauKe, KOja ce Hajla3u y camoj Gurypu, mpemMa Toj
nuHUjM (TpeMa nepudepuju kpyra) mehycoOHo jenHake.

16. OBa Tauka 30B€ c€ CpeUILITE Kpyra.

17. Ilpeunuk kpyra je cBaka IpaBa IITO MPOJa3d Kpo3 CPEIUILTE Kpyra a orpaHHueHa je
ca CBake CTpaHe nepudepujoM Kpyra; OH MOJIOBU KPYT.

18. [lonykpyr je ¢urypa orpaHudyeHa NPEYHUKOM H HHHUME OIBOJEHOM IepH(epHjoM
Kpyra; CpeluIITe MoJIyKpyra je HCTO Kao M CPEeIUIITe Kpyra.

19. [IpaBonuHujcke ¢uUrype cy OHE KoOje Cy OrpaHHuYeHe IpaBaMa; TPOCTpaHe Cy
OrpaHUYEHE ca TPH, YETBOPOCTPAHE Ca YETHPH, MHOTOCTpPAHE Ca BUILIE O]l YETHUPH
npase.

20.On TpocTpaHuX (¢uUrypa jeIHaKOCTpaHH TpPOyrao HuMa TpH JeAHAKe CTpaHe,
JEIHAKOKpaKd MMa caMo JBE jelHaKe CTpaHe, a Pa3HOCTPaHU HMMa TPHU HejeTHaKe
CTpaHe.

21. lasme, o TpocTpaHux (urypa je MpaBOyIJIM TPOYrao OHAj KOjU MMa MpaB yrao,
TYIOYIJIM OHAj KOJU UMa TYII yrao, a OIITPOYIJIM KOjU UMa TPH OIUTpPA yria.

22. On yeTBOpOCTpaHMX (Urypa KBajapaT je jeJHAKOCTpaH M ca IpaBUM YIIIOBUMA,

NPaBOYraOHUK j€ ca MpaBUM YIJIOBMMA, HO HHUje ca jelHAaKUM CTpaHama, poM0O ca



JeHaKMM CTpaHama, HO HHUje ca TpPaBUM YIJIIOBUMa, POMOOHJI ca jeTHAKUM
HACTMpaMHUM CTpaHama, HO HHje jeIHAKOCTpaH HU ca mpaBuM yrioBuma. Octaie
YeTBOPOCTaHE (PUrype HEKa Ce 30BY TPAIE3H.

23. TlapanenHe cy OHe MpaBe KOje Ce Haja3e y MCTOj PaBHU U KOje ce, MPOAYKEHE Y
OeckpajHOCT Ha 00e CTpaHe, He CEeKY je/IHa ca APYTOM.

OcHoBHe cTaBoBe y reomeTpuju Eykinua je moaenno Ha akcuoMe U IMOCTyJaTe, M TO Ha
9 akcuoma U 5 mocTtynara.
Axkcuome cy:
OnHM 00jeKTH KOjH CY jeTHaKH UCTOM 00jeKTy jeqHaku cy MelhycoOHo.
U axo ce jeqHakuM 00jeKTUMA J10/1ajy jeTHAKKU 00jeKTH LIeJTUHE CY jeTHaKe.
U axo ce ox jeaHakux objexaTa oJly3My jeTHaKH 00jeKTH OCTaIH Cy jeTHAKH.
U axo ce HejeaHakUM 00jeKTUMa J10]1ajy jelHAKU 00jeKTH LIeJIHHE CYy HejeTHAKe.
W yaBocTpydeHu jeqHaKu 00jeKTH jeIHaku ¢y Mel)ycoOHo.
U nonoBuHe 011 jeAHaKUX objekara jeaHake cy melycoOHo.
W onu reomMeTpujcKku 00j€KTH KOjJU C€ MOTY MOKJIONUTH jeTHAKHU cy MelycoOHO.
U nenuna je Beha ox nena.
W nBe npaBe He orpaHu4aBajy o0JacT.

RSP AN ANl ol S e

A mocrynaru cy:
1. TIpermocraBiba ce na je Moryhe oa cBake Tauke J0 CBake Apyre Tauke MoByhu mpaBy

JMHU]JY .

2. IlpermocraBiba ce U Jla OTpaHWYECHA MpaBa MOXKE OUTH MPOJY)KEHA Y CBOM IpaBIly
HETPEKUIHO.

3. IlpermocraBsba ce M JAa ce MOXE OMMCATH OKO CBAKOI CPEAMIITA CBAKUM PACTOjaEM
KpYT.

4. TlpernocTtaBiba ce U Ja Cy CBH IPaBH YIJIIOBHU jeHAKU MelycoOHO.

5. TlpermocraBsba ce u aa he ce, ako jenHa npasa y Npeceky ¢ IpyruM JBema odpasyje ca
UCTE CTpaHe JIBa YHyTpallllba yria udju je 30up Mamu o] 30upa JBa MpaBa yria, Te
JIBe TIpaBe, OeckpajHO MpoayKeHe, cehu U TO ca OHE CTpaHe ca Koje je Taj 30up MambHu
oJ1 30upa J1Ba mpasa yria.

/

IHETHU EYKIINJI0OB ITOCTYJIAT U OTKPURE
XUHNEPBOJIMYKE 'TEOMETPUJE

EyknuioBa omTpoymMHa ClIOCOOHOCT MOHUPamka Y MPUPOJLy TEOMETpUje yBepuIIa ra je
Jla Taj MoCTynaT HUje 610, Y leroBO BpeMe, U3BEIeH U3 JApyrux nocryiara. Kako Huje 6uo y
CTamy Ja caM M3BeJe MOCTYIaT U3 CBOJUX OCTAJIMX IMPETIIOCTaBKH, a KAaKO je Xelleo Ja ra
HCKOPHUCTH 3a JIOKa3uBambe MHOTUX O] CBOjUX Teopema, Eykiuj je TO MOIITeHO MCTakao y3
ocTasie CBOje moctysare. 300T CI0KEHOCTH Y UCKa3y U Y 3HaUeHy, MHOTH MaTeMaTU4apH Cy



muciwin aa je Ilerm EykinaoB mocTtymar Teopema, Tj. Jla c€ W3 OCTAIMX aKCHOMa H
noctynara Moxe nokazatu. Ce no XIX Beka oBaj mpobiem Huje OMO pemieH. Y MHOTHUM
nokymajuma aa ce Iletw moctynat gokaxke, kopuiiheHa cy Heka TBphema 4Yuju je JI0Ka3
M30CTaBJbEH, a 32 KOja c€ MCIIOCTaBHJIO JIa C€ HE MOTY JIOKa3aTH M3 OCTaluX aKchuoma M
nocrtynara, ako ce usoctaBu Ilern mocrynar. Kako u3 wux cnenu Iletn mocrynat, a u oHa
ciene u3 Ileror moctynara, Ta TBphema 30By ce ekBuBaieHTu Iletor EyknuaoBor nocrynarta.
Hexu on wux cy:

1. Ako je ABCD uyetBOpOyrao Koj Kora cy yrioBu npu uBuiu BC npasu, a usuie A8 u
CD nonynapHe Taaa Cy W YIJI0BH KOA Apyra J1Ba TeMeHa Takohe npasu. (b. H. Cakepu
1667-1733, utanujancku MaTeMaTHyap)

2. TlpaBa HopMasHa Ha jeJ]aH KpaK OLITPOT yria cede JpYyru Kpak.

OKoO CBaKor TpOyria ce MoXKe OIMUCATH KPYT.
4. AKO cy KOJ HEKOI 4eTBOpOYTJa TpM yria mpasa Taja je U 4eTBpTU yrao mpas. (J. X.

JlamGept 1728-1777, Gpanirycku MmaTreMaTHyap)

5. 30up yriosa y Tpoyriy jeaHak je ompyxeHoM yriy. (A. M. Jlexanap 1752-1833,

(bpaHIycK MaTeMaTH4dap)

6. 3a cBaky mpaBy M TauKy BaH € y paBHU HbuMa oJpeheHoj MOoCToju HajBUIIE jeiHa

IpaBa Koja caJip’Ku Ty TauKy U AMCJyHKTHa je ¢ ToM npaBoM. (I1. ITnejdep 1748-1819,

SHIJIECKH MaTeMaTH4ap)

(98]

Crnenehu mperoMHHU TpeHyTak y pa3Bojy reoMeTpuje OMO je TMojaBa HESYKIHJICKHUX
reomerprja y XIX Beky. HbuxoBo orkpuhe Besyje ce 3a pyckor marematnyapa Hukomnaja
NBanoBuya JloGauesckor (1792-1856). On je kpenyo on Heramuje I[leror mocrtynata, Tj.
meMy ekBuBajeHTHOr IlnejdepoBor TBphema, MPEeTHOCTaBUBIIY J1a C€ KPO3 TauKy BaH HEKe
npaBe Mory noByhu OapeM JBe mpaBe KOje Cy ¢ HOM JIMCJYHKTHE M NpHUMagajy OHOj paBHH
KOjy ozpelyyjy Ta mpaBa U Ta Tauka. Y >keJbu Aa Aohe 1m0 KoHTpaaukuuje, JlobaueBcku je
OTKpHO MHOTa HOBa TBphema Koja HHMCY y KOHTPAaIMKLHMJU Ca OCTAJIUM akcuoMama H
noctynaaruMma, ako ce uzbanu Iletn moctynat. To oTkpuhe HaBesno ra je Ha HJEjy Ja OCUM
EYKJIMJICKE TeOMEeTpHje MOCTOJH MOTIYHO HOBAa T€OMETpPHUja KOja je HEIPOTUBPEYHa, a Koja ce
6a3upa Ha EyknmmoBuMm akcuomMama M mocTtyiatuma, rae je Iletm mocrynar 3amemeH
BeroBoM HeranujoM. ITo meMy ce Ta reomerpuja gaHac 30Be reomerpuja Jlobauesckor. J{o
uctor otkpuha, He3aBucHo o JloGaueBckor, fnomiao je M mahapcku marematuyap JaHoIl
bospaj (1802-1860), a moTmyHy MOTBpAY O HENPOTUBPEYHOCTH OBE TEOMETpHje a0 je
¢panycku marematuyap Aupu [loenkape (1854-1912) usrpaauBiii MoJiesl Ha OCHOBY KOjer
je mokas3ao Aa OM MPOTHUBPEYHOCT T€ TeOMETpHje 3HAuMWiIa U MPOTHBPEUYHOCT EYKIIUICKE
reoMeTpuje.

HMako ce MoOXe YYMHUTH UYyJAHHM Jla C€ Yy MaTeMaTHLU [apajieIH0 HU3y4aBajy
eYKIUJICKa TeoMeTpuja U reomeTpuja JlobaueBckor, HajBakHHUje je Aa cy obe reomerpuje
usrpaleHe Ha cucTeMy akcHMoMa KOju Cy MOTIYHH M HempoTuBpeuHu. Ha nuTtame Koja of Te
JIBE TE€OMETpPHUj€ BaXKU HE Tpeba TPaKUTH OJITOBOP Y OKBUPY MaTeMaTHKE, jep O ce TO CBEJO
Ha MHUTamke KOje akCMOMe Baxke, Ha Koje HUje Moryhe 1aTtu oaroBop, jep akcCuoMe MpUXBaTaMo
6e3 nokasza. Melhyrum, moryhe je maTu oAroBOp Ha MUTamE KakBa je reoMerpuja (Gpusuuor
pocTopa. AKO MpaBy UHTEPIPETUPAMO KAO CBETIIOCHH 3paK, J0JIA3UMO J0 Tora Aa (pU3UUKH
IpOCTOp HHUje eyKIMACKM, HUTH je onpehern reomerpujom JloGaueBckor. IlojaBom
AjHIITajHOBE TeopHje penaTuBHOCTH (AnbepT AjHmTajH, 1879-1955, nemauku Qusmnuap)
MOKa3aHo je Jia je y KOCMUYKOM MPOCTOPY MOBOJBHO KOPUCTUTH HEEYKIIUICKY T€OMETPHjY ca
IIPOMEHJBUBOM 3aKpHBJbEHOIINY, Tj. MOXe ce pehu 1a ce reoMeTpHja CBeMUpa JOKAIHO MeHha
y 3aBHCHOCTH O] IPUCYCTBA BEJIMKHUX Maca.

I'eomerpuja JloGaueBcKor U eykKJHJICKa reoMaTpuja UMajy MHOTO TOTa 3ajeIHUYKOT.
AKcHuoMe HMHIMJIEHIIH]je, pacrnopeaa, Moy JapHOCTH M HEMPEKUIHOCTH 3ajeJHHYKE Cy 3a 00e



reoMeTpHje, a IJIaBHa pasiiKa je y aKCMOMHM MapalieIHOCTH, jep Y €YKJIHUJCKO] TeOMETpHjU
Baxu Ilnejdpeposa akcuoma, 1ok y reometpuju JlobaueBckor Baku akcuoma JlobaueBckor, a
OHE MCKJbYUYjy jenHa apyry. Ilpema Tome, y 3aBUCHOCTH O] TOTa KOjy aKCHOMY oaadepeMo,
O6aBuheMo ce jeTHOM O]l Te JIBe reoMeTpHje. AKO He 0J1abepeMo HUjeaHY, Tj. KOPUCTUMO CaMO
npBe 4 rpyne akCuoMa, Taja je TO arcoyTHa TeOMeTpHja.

CUCTEM AKCUOMA AIICOJIYTHE
I'EOMETPUJE

I Axcuome uHIUACHIIN]E

1.

Nownbkwbd

9.

3a cBake JIBe Tauke MOCTOjU Oap je/iHa MpaBa Koja UX CaapiKH.

3a cBake /IBe pa3He Tauke MOCTOjU TaYyHO je/IHa MpaBa Koja UX CaipKu.

CBaka npaBa caJip>xu 0ap J1Be pa3He Tauke.

3a cBake TpH TayKe IMOCTOjU Oap jeHa paBaH Koja UX CaAPKH.

3a cBake TpU HEKOJIMHEApHE TayKe MOCTOjU TaYHO je/IHA paBaH Koja UX CaJlpKu.

CBaka paBaH caJip>xu 06ap TpHU HEKOJIMHEapHe TauKe.

AKo J1Be pa3He Tauke HEeKe IpaBe MpHIaajy HEeKOj paBHH TaJa U CBE Tauke Te MpaBe
NPUIIa/1ajy TOj paBHHU.

AKO 1Be paBHU HMMajy jeIHY 3ajeIHMUKY TauKy, Taja OHE uMajy Oap joul jeaHy
3ajeIHUYKY TauKy.

[TocToje yeTupu HEKOMIUTAHAPHE TauKe.

IT Axcuome pacnopena

1.

Nk we

Axko je B(A4,B,C) Tanacy 4, B u C Tpu pa3He KOJMHEApHE TauKe.

Axo je (4,B,C) tranajeu B(C,B,A).

Axko je B(4,B,C) tana nuje B(4,C,B).

3a cBake /Be Tauke 4 U B Ha npaBoj 4B nocrtoju tauka C taksa aa je B(4,B,C).

Axo cy A, B u C Tpu pa3He KOJIMHEapHEe Tauke TaJa BaXKH Oap jenHa oJ penanuja
B(4,B,C), B(A,C,B), B(C,4,B).

(ITamoBa akcuoma) Ako cy 4, B u C Tpu HeKoJIMHeapHe Tauke u / npaBa paBHu ABC
KOja He caJpxu Tauky A u cede npaBy BC y tauku P takBoj na je [(B,P,C), taga
npasa / cede i npaBy AC y tauku Q TakBoj na je B(A4,0,C) unu npaBy AB y Tauku
R TaxBoj na je B(A,R,B).

[T Axcuome nonyaapHOCTH

1.

2.
3.
4.

Axo je (4,B)=(C,D) u A=B, tana je u C=D.
3a cBake nBe Tauke A u B je (4,B)=(B,A).
Axo je (4,B)=(C,D) u (4,B)=(E,F) tanajeu (C,D)=(E,F).
Axo cy C u C" tauke otBopeHux nyxu AB u A'B', takse nma je (4,C)=(A,C") n
(B,C)=(B',C"),tanajeu (4,B)= (A, B").
C ¢

Ao _ 0 —o R Al O0— —<B'




5. Axo cy 4 u B nBe Tauke u CX mojymnpaBa Taja Ha TOj MOJYIPaBOj MOCTOjU Tauka D
takBa 1a je (4,B)=(C,D).
5 o ————
A B C D X
6. Axo cy A, B u C tpu HekonuHeapHe Tauke U A'B’ Tauke pyba Heke MOJypaBHU 7T,
takBe 1a je (A4,B)=(A4,B'), Taga y TOj MOIypaBHU MOCTOjH jeAMHCTBeHA Tauka C'
takBa 1a je (4,C) = (4,C") u (B,C)=(B',C").

c C
/\ Z\ s
A B A B

7. Axo cy A, B, Cu A',B',C' nBe Tpojke HeKoluMHEeapHUX Tauyaka u D u D' Tauke
nonynpapux BC wu B'C' TakBe npa je (4,B)=(A4.B"), (B,C)z=(B,(C"),
(4,C)=(A4',C")y u (B,D)=(B",D"), tanajeu (4,D)=(A,D").

N IZ\
B c D B c D

IV Akcuoma HEpEeKUAHOCTH
1. (HdenexunmoBa axcuoma) Heka je oTBopeHa Iyxk AB pa3nokeHa Ha YyHHUJy [Ba
JIMCJYHKTHA HeTpa3Ha nojackyna M u N. Ako HUjeHa Tauka U3 ckyna M Huje uzmely
HEKe JIBe Tauke cKyna N M HUjeJHa Tauka ckyna N Huje u3Mely Heke Be Tauke CKyma
M, Taga noctoju jenuHcTBeHa Tauka C oTBOpeHe nyku AB taksa na je (A,C,B') 3a

cBako A'e M \{C} ucBako B'e N\{C}.
A A C B' B

o]

/A 4
VY HEeKuM uTepaTypaMa HaBOJE CE IBE aKCMOME HENPEKUAHOCTH. To cy:
1. (ApxumenoBa akcuoma) Ako cy 4B m CD nBe npou3BOJbHE AYXKH, Taja Ha
nonaynpaBoj AB ToOCTOjM KOHayaH HuU3 Tadaka A ,A4,,..,A, TakBux pga je

B(4,,4,,....,4,), npu 4eMy je cBaka ox nyxu AA, A A,,...,A, A, noxynapHa gyxu
CDn B(4,B,4,).
2. (KanropoBa akxcuoma) Axo je 4,B,,4,B,,..,A,B,,... HU3 3aTBOPEHUX NIyXXHU HEKE

MpaBe, TAaKBUX Ja CBaka OJ THX JIYXH caApxu cienehy, Taaa mocroju Tadyka X Koja
MIPHIIaJia CBAKOj AY>KU TOT HU3A.

N3 Apxumenose n KanropoBe akcuome nzBoau ce JleneknHaoBa, a u3 JleaekuHaose
ce u3Boge ApxumenoBa u KanrtopoBa, Te cy ApxumenoBa u KaHTtopoBa akcuoma 3ajedHO
exBuBaieHTHe [lenekunnooj. Takohe, ApxumenoBa u KanropoBa akcnoma mMmocroje Kao
clIMYHa TBphewa M y CKyNy peaqHuX OpojeBa, Tako jaa je moMmohy mux moryhe yBecTu
OMjEKTUBHO IpeCcINKaBame MPOU3BOJbHE NPAaBE Ha CKYI peaTHuX Opojesa.

Ako ce Ha oBaj cucteM akcuoma nona Ilnejpepor exBuBanent Ileror Eykimmosor
nocTysara, 1001ja ce eyKJInjcKa reoMeTpuja, a ako ce goaa akcuoma JlobaueBckor, 1o0uja
ce xumepOoiMyka reoMeTpuja. XUMEepOOIMYKAa TeOMEeTpHja YeCTO Ce€ 30B€ M HMEHOM
JloGauesckor, 1j. reomerpujom JloGaueBckor, a moneka reomerpujoM bosbaj-Jlo6aueBckor.



OCHOBHHA ITOJMOBUA U CTABOBH
I'EOMETPUJE JIOBAYEBCKOI'

Akcuoma VL: 3a cBaky Tauky B u mpaBy a Koja je He CaJpKu Y muMa ojapeheHoj
paBHHM 11ocToje 6ap J1Be mpaBe Koje cajipke B, a ca @ HeMajy 3ajeIHUNUKHUX Tayaka.

@pannyckun marematnuap Jlexxanap y cBojum EnemeHTHMa reomerpuje J0kaszao je
Ba)KHE TeopeMe Be3aHe 3a 30Mp YHYTpallbUX yriioBa Tpoyria. HaBonumo 4 merose Teopeme,
Kao U JI0Ka3 3a MPBY O HUX.

1. 306up yHyTpalmUX yrioBa 6uio Kojer Tpoyria Huje Behu ox 180°.
2. AKO MOCTOjU Tpoyrao Kome je 30up yHyTpammux yrioBa 180°, oHzma je 30up

YHYTpAIIbUX yriIoBa CBakor Tpoyria takohe 180°.

3. Tlocroju Tpoyrao kKome je 30up yHyTpammux yriioBa 180° ako M camMo ako CBaka

IpaBa yIpaBHA Ha jeJHOM KpaKy OUJIO KOjer OLITPOr yria cede Jpyrd Kpak ToT yria.

4. Tloctoju Tpoyrao Kome je 30up yHyTpammHux yrioa 180° ako W camMo ako 3a CBaKy

Tauky B U IpaBy a Koja je He CaipKH, y lbUMa ojipel)eHoj paBHU MTOCTOjH jeJMHCTBEHA

npaBa b, Koja caip>ku B U ca a HeMa 3ajeIHNUKHUX Tadaka.

Joxka3: [IpeTrnoctaBUMO CyNpOTHO, Tj. J1a MOCTOjU Tpoyrao ABC koMe je 30up yHyTpallmbux
yrnoBa Behu ox 180°. Ob6enexumo ca C,,C,,...,C  Tauke nomymnpase BC TakBe Ha je

BB, Cc.c,.,c,,.,C)n BC=CC,=C(C,=..=C, C,, a ca A4,A4,,..,4 Tauke c OHE

CTpaHe npase BC ca Koje je Tayka A, TaKBe na je
AABC = A4,CC, = A4,C,C, =...= A4, _,C. C,.
A Al An
B C Cy Cna Cy

Tana je, Ha OCHOBY IPBOT CTaBa O MOAYIAPHOCTH TPOYIJIOBA (OHU BaXke Y allCOIYTHO]
reometrpuju), AACA, = A4 C A, =..= A4, \C,_ A, ,naje A4, = A4, =..= A, A4, . Taxobe,
kako je 180°=ZBCC, = £LBCA+ LACA, + LA, CC, = LBCA+ LACA, + ZABC, jep wus
AABC = AACC, cnequ ZABC = ZA,CC,, u3 NpeTHnocTaBKe Ja je 30Mp YrioBa y TPOYIIy
ABC Behn ox 180° Baxku ga je ZBAC > LACA,, na u3 HejeIHAKOCTH TPOYIia BaKu
BC > A4,. Kaxo je BA+nAA +AC=BA+ AA +..+A4, A, +A4,C, >BC, =(n+1)BC, 3a
cBaku mpupopaH 6poj n 6uhe n(BC— A4 )< BA+ AC—-BC, a 10 je y KOHTPaJUKIUJU C
ApxumenoBoM akcuomoM nomro je BC — AA, > 0.Ilpema Tome, npernocraBka ja je 30up
yrioBa y Tpoyriy Behu o 180° Huje q00pa, Te je 30Mp YriaoBa y TPOYINly MambU WU jeHAK
180°.

N3 JlexaHIpoBuX TeopeMa BUAMMO Jia HE MOpa OMTH 30Up yIJIoBa y TPOYIJy jeIHaK
180°, amu ox Tora He Moke OuTH Behu. 3aTo je TBphemwe aa je 30up yriaosa 6amr jeqHak 180°
exBuBaiieHTa [letom EyknuaoBom nmocntynary, 1j. IlnejdepoBoj akcuomu, Koja ce KOPUCTH
y JaHalllléM 3aCHUBamy eyKiuacke reomerpuje. Kako y reomerpuju Jlo6aueBckor oBo He
BaXH, TO je 30Mp YIJIOBa y CBAKOM TPOYIIy y H0j Mawu o 180°. Takolhe, kako HE Baku HU
apyru exBuBajieHt [leror EykiuaoBor nmocrynaTa, mpaBa yrpaBHa Ha Kpaky OIITPOT yriia He

Mopa cehu apyru kpak. [Ipema Tome, cnemehmx 6 TBphema Ccy €KBHUBAJEHTH aKCHOME
JloGaueBckor:



VYTao napajaesHoCTH je omTap.

30up yHYTpallllbUX YIJIOBa CBAKOT TPOYIJIa MamH je o1 180°.

30up yHYTpallllbUX YIJIOBa CBAKOT MPOCTOT, PaBHOT YETBOPOYTJIa MamH je o1 360°.
VYri0BU Ha MPOTUBOCHOBHIIM CakepHjeBOr YeTBOPOYTia Cy OLITPH.

Jenan yrao JlamGepToBOT 4eTBOpOYTIA je OuITap.

ITocToju mpaBa y paBHH OILITPOT YIja Koja je yrpaBHa Ha jelHOM KpaKy TOT yIija, a He
ceue HheroB JIPyru Kpak.
Hedununmja: CakepujeB 4eTBOPOYrao je OHaj YETBOPOYIrao KOjeM Cy YIJIOBU HaJIeTJIH
Ha jeJHOj UBUIM, KOja C€ 30BE OCHOBHIIA, NPaBH, a UBUIIE CYCEIHE TOj UBHUIM MOIyAapHE.

HpeOCTaJ'Ia HBHUIIA 30BC CC IPOTUBOCHOBUIIA CaKCpI/IjCBOF YCTBOpPOYIJIA.
I &

A

A B
Hpyrum peuuma, uerBopoyrao ABCD je CakepujeB ¢ OCHOBULOM AB u
npoTtuBocHoBUIIOM CD ako cy yrnoBu £BAD u ZABC npaBu u Baxu AD = BC.
Hedununmja: JlamOGepTOB 4€TBOPOYrao je OHaj YeTBOPOYrao KOju uMa 3 mpasa yria.

WBune JlamOGepToBOr 4eTBOPOYTJIa HAa KOjuMa cy 00a Hajerya yria npaBa 30By c€ OCHOBHUM
uBuIama JlaMGepToBOr 4eTBOPOYTJIA.

o,

Qe
i

A B

Hpyrauuje peueno, ABCD je JlambepTOB 4eTBOPOYrao ¢ OCHOBHMM uBuama A8 u BC
aKo cy yrioBu ko temeHa A, B u C npaBu.

VY arnconyTHOj TEOMETPHUjH J0Ka3aHO je 5 CTaBOBa O MOAYAApHOCTU Tpoyriosa. IlpBa
4yeTupu cy HaMm 106po no3Hatu craBoBu CYC, YCVY, CCC u CCY, a neru cTas je:

JlBa Tpoyria cy mojayjnapHa ako U caMo aKo Cy jeJlHa MBUIIA, HA HOj HAJIETJIU Yyrao U
0] HACIpaMHH Yrao jeJJHOT TPOyIJa MOoJIyJapHU OAroBapajyhoj UBHUIM U yIJIOBUMaA JIPYror
TpoyrJa.

Joxka3z: IlpernocraBumo na cy ABC u A'B'C'nBa tpoyria kojuma je BC = B'C',
A= /A" v /B = /B'. Axo npernoctaBumo jaa usuie AB u A'B' uucy noxynapHe Beh aa

je jenna on wux Beha on apyre, Hrnp. AB > A'B', onna Ha nyxu AB mocroju tauka D TakBa
naje DB= A'B'.

T
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Tana cy, Ha ocHOBY mpBor craBa, Tpoyriosu DBC u A'B'C' mehycobHo momynapHu
na je /BDC = /B'A'C', a xako je ZB'A'C'= /BAC, 6uno ou /BDC = /BAC, mTo je
Hemoryhe Ha OCHOBY T€OpeMe J1a je CIOJbAIIbH yrao Tpoyriia Behu o1 OMII0 KOT yHYTpallmber
HecycenHor yria. [Ipema tome, AABC = AA'B'C'.

M3 oBux craBoBa O MOAYJAapHOCTU TpPOYIJoBa H3BOJE ce 2 OWUTHE Teopeme O
CakepHjeBUM 4ETBOPOYTJIOBUMA.

1. YrnoBu Ha npoTUBOCHOBUIM CaKkepHjeBOr YETBOPOYTJIA CY MOIYAApHH.
2. Ako cy M u N penom cpeauiuta ocHoBulle AB u npotuBocHoBule CD CakepujeBor
yetBopoyrina ABCD, tana cy AMND n BMNC Jlam6epTOBH 4€TBOPOYIJIOBH.
Jloka3s:
1. Hexka je ABCD CaxepujeB uetBopoyrao ¢ ocHoBuiioM AB. Tpoyrnosu DAB u CBA
umajy nogynapHe usuue DA u CB u yrnoBe ZDAB u ZCBA v 3ajeqHUYKY UBHILY

AB na cy no craBy CYC noxgynapau, u3 uera cienu LADB= /BCA n DB =CA.

Tpoyrnosu BDC u ACD umajy MelyycoOHO TogyaapHe cBe 3 MBHIIE, IIa Cy MO CTaBy

CCC MOyapHH, 0J1aKJie je ZBDC = ZACD . Crora je u

ZADB+ ZBDC = /BCA+ LACD, 1j. £LADC = ZBCD.

D c

A B

2. Tpoyrnosu AND u BNC umajy noayaapHe usuie AD u BC, nonynapue usuue ND u
NC, a Ha OCHOBY NIPETXOJHO [O0Ka3aHE TEOpeMe M MNoAyAapHe yriose ZAND u
ZBNC, na cy nonynapau no ctaBy CYC, ogakne je AN = BN . Caga je mo craBy
CCC AAMN = ABMN , te je LAMN = ZBMN , a Kako Cy TH YIJIOBU HallOPEIHU, IO
nepununmju cy npasu. Cinuyho je u LMND = ZMNC , u OHU Cy Takohe HalopeaHu,
crora u npaBu. M3 oBora cy no aepunuuuju versopoyriosu AMND u BMNC
JlamOGepTOBH YETBOPOYTTIOBH.

D c

A M B

W3 mpBe ox oBe /Be TeopeMme ce caja TPHUBHMJAJIHO JlOKa3yje Ja Cy y FeoOMeTpHjH
JloGaueBckor 06a yrina Ha mpoTUBOCHOBHIIM CakepujeBOr YeTBOPOYIyia OLITpa, jep Ou nHave
30up yrioBa y TOM 4YeTBOpoyrity Ouo Behu wim jegHak 360°, mTO je y KOHTPAAUKIUH C
nocienuama akcuome JlobaueBckor.

VY reometpuju Jlo6aueBCKOT BaXKHM M IIECTH CTaB O MOAYIAPHOCTHU TPOYTJIOBA, KOjU
rinacu: JlBa Tpoyriia cy moayAapHa ako M caMo ako Cy UM MOAyJapHHU oArosapajyhu yrioBu.

Hoxka3s: IIpernioctaBumo na cy yrinosu koj temena 4, B, C tpoyrna AABC nonynapHu
penom yrioBuma koxa temeHa A',B,C' tpoyrma AA'B'C', a na uBuue AB u A'B'uucy
mehycoono moayaapue, Beh ma je jemna on mux Beha ox mpyre, mnp. AB > A'B'. Tana
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usmeljy Tauaka 4 u B nocroju Tauka K takea na je AK = A'B'. Heka je L Tauka nosyrmnpase
AC takBanaje AL= A'C'.

A AI '
K
L M
B’ i
B C <
A Al
K,
C B’
L led

Tana je Ha OCHOBY NpBOT cTaBa O MoayAapHocTH TpoyrioBa AAKL = AA'B'C', na cy
yriaoBu kog TemeHa K u L tpoyrna AAKL nopynapHu yrioBuMa kox TeMeHa B u C Tpoyria
AABC . Axo 6u tauke A u L Ouie ¢ ucte ctpane npase BC, onna 6u y yerBopoyriy BCLK
30up yHyTpalmbux yrioa 6uo 360°, mto je Hemoryhe. Ako Tauke 4 u L He Ou Ouie ¢ ucre
crpane npase BC, onna Ou nyx KL cexna nyx BC y tauku P, ma 6u y tpoyriny ABPK
CHOJhAIlIbU yrao KoJ TeMeHa K O6Mo mojydapaH yHYTpallleM yrily Koja TeMeHa B, mTo je
takohe Hemoryhe Ha OCHOBY TOpENOMEHYTE€ TeopeMe Ja je CHOoJballlbh yrao Behu of
yHyTpalmer HecycenHor yriua. [Jakme, nuje AB > A'B', a kako je cinyuaj AB < A'B’
aHAJIOTaH TMPETXOTHOM Cliy4ajy, To Mopa Outu AB= A'B'. Ha ocHOBy npyror craBa o
NOJYAapHOCTHU TPOyrioBa cy TpoyrioBu AABC n AA'B'C' nopynapHu.

W3 npeTxoaHe TeopeMe 3aKJbyuyjeMo /1a aKko Cy JIBa TPOYTJa CIMYHA, KaKo Cy UM Taja
YIJIOBU TOAYAApHH, OHAA cy M moayaapHa, OBuUM ce Jokasyje cieneha, Beoma Ba)kHa
nocjenuIa MpeTxoJHe TeopeMe, a OHa IJIacH:

Teopema: Y xunepOoIuUKOj T€OMETPHjU CBAKA CIMYHOCT j€& MOAYIaPHOCT.

W mopen Ttora, y xunepOOJUYKOj reoMeTpuju JeUHHILIE Ce XOMOTEeTHja Ha HCTH
HA4MH Kao y €yKIIUJICKO] reoMeTpHju. Jlakie:

Hedunuimja: Axo je O mpou3BoJbHA TauKa XUIEPOOIMUYKE PABHU WIIM IPOCTOPA U aKO
je k peanman Opoj pazaMuUT OJ HyJe, Taja jeé XOMOTETHja T€ paBHU WJIU TOT IPOCTOpa ca
cpenumreM O u xoeduuujenToM k Tpanchopmanuja H,, Koja cBakoj Tauku X T€ PaBHU UM

TOT MpocTopa Aonesbyje Tauky X' mpaBe OX takBy aa je OX'=kOX,k #0, npu yemy cy
tauke X 1 X' ¢ ucrte ctpade Tauke O aKo M caMo aKo je k Mo3UTHBAH peaad Opoj.

Mebhytum, y xunepOOIUUKoj reoMeTpuju xomoreruja Hehe OuTH TpaHcdhopmanuja
CIIMYHOCTH.

Kako je 30up yrioBa y TpOyrily y XuUHepOOIMYKOj reoMeTpuju Mamu on 180°, To
Baxku cnezaehe TBpheme:

Teopema: 36up yrinoBa y 6110 KOjeM MPOCTOM n-TOYTIIy MamH je of (n—2)-180°.

Hoxka3: Heka je n-toyrao A4, 4,...A, npocT u, He ymamyjyhu onmroct, MoAeNIuMo ra Ha
tpoyrnose A A,A4,,A4 4,4,,....,4,4, | A,, xojux umMa n—2. Tana je 30up yriosa y n-Toyriy
A A4,...A, jenHak cymu 30MpoBa yrjioBa y OBUM TPOYIJIOBUMA, a Kako je 30up yrioBa y OUiI0

KOM Tpoyrity Mamu o1 180°, To je 30up yrinosa y n-toyriy A ,A,...A, Mawu ox (n—2)-180°.
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W3 oBe Teopeme BuAM ce Aa je paznuka Opoja (n—2)-180° u 30mpa yriosa y
IPOU3BOJBHOM TPOCTOM n-TOYray A A,...A, TO3UTHBHA, Ma ce yBOAU HoOjaM JedeKTa
MOJIUTOHA.

Hebununuja: Hebexr nomurona A A4,..A, je 6poj 6(4,4,..A,) TakaB na je
0(A4,4,..4)=(n-2)-180°-0c(4,4,...4,), npu yemy je ca o(A4A4,...A,) o3HaueH 30Hp
yrioBa y n-toyriny A,A4,..A, . Ako ce ca p o0enexu yHyTpalllbOCT TOT MOJUTOHA, Tajaa je
ne(deKT MOIUroHCKe MOBPLIN p, KOjU ce obenexana ca 6(p), nedekt noaurona 4, 4,...4, .

JleekT moaurona je aTuTUBHA BEIUYHHA, Tj. BAXKU:

Teopema: Ako je MOJIMroHCKa MOBPII p Pa3oKeHa HEKOM MOJUTOHCKOM JIMHH]OM Ha
IB€ TOJIMTOHCKE MOBPUIM p, U p,, Taja je AedeKT MOBpIIU p jeaHak 30upy aedekara
HOBPIIHU p, U P,.

Hoxka3z: Axo cy m,m,,m,, peaom, OpojeBu TeMeHa OBpIIU p, p,, P, , @ 1 OpOj TeMeHa
HOJMIOHCKE JIMHUje [ KOja MOBpII p pasiaxe Ha MOBpUIM p, U p, (u3y3umajyhu kpajese
nuHuje [), ongaje m, +m, =m+2n+2+r n o(p,)+o(p,) =c(p)+(2n+r)-180°, rae je
r =0 Kaj cy 06a Kpaja MOJUTOHCKe JINHUje / UICTOBETHA ¢ TEMEHHMa MOBPILIH p, ¥ =1 Kaf je
camo jeJlaH Kpaj UIeHTHYaH ¢ TEMEHOM IOBPIIH p, a » = 2 KaJ| HUje HUjeaaH. Tana Baxu:
0(p)=(m—-2)-180°-c(p)=(m, +m, —2n—r—4)-180°-c(p,) —o(p,)+2n-180°+r-180°
=[(m, =2)-180° =& (p)]+[(m, =2)-180°=c(p,)]=6(p,) +6(p,).

[Tpema Tome, nedekT NOBPIIU p jeHAK je 30Upy AedeKaTa MOBPIIU p, U p,.

3amanu:

1. loxa3zatu na cy Jlamoeprosu yerBopoyrinoBu ABCD u A'B'C'D' ¢ omrtpum yrinosuma D u
D' moaynapH# ako U caMmo ako je:

1°AB= A'B',BC = B'C’' 4°AD=A'D',D=D'

2°AB= A'B',AD = A'D' 5°AB=A'B, D=D'

3°AD= A'D',BC = B'C'

1° U3 mogynapHocTH oBHX cTpaHuia u yrioBa LABC w ZA'B'C' cnemm no craBy CYC
noayaapaoct tpoyrioBa ABC u A'B'C', onakne ciemu AC = A'C', L/BAC = /B'A'C' n
/BCA= /B'C'A". Kaxo cy yrnoBu £BAD u £ZB'A'D' noaynapuwu, kao u yriosu /BCD u
ZB'C'D', 10 je ZLCAD=/C'A'D" u ZACD=/ZA'C'D', Te je mo crapy YCVY
AACD = AA'C'D', onaxne je can ABCD = A'B'C'D’.
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2° Tlo craBy CYC je AABD = AA'B'D’, naBaxu AD = A'D' uw ZABD = ZA'B'D'. Kaxo cy
yrinoBu ZABC u ZA'B'C' nmonmynaphu, jep cy mpaBH, T0o ¢y u yriosu ZDBC u /D'B'C’
noxayaapau. Caja 1mo meToM CTaBy HOJYyAapHOCTH Tpoyriosa Baxu ADBC = AD'B'C', na je
u ABCD = A'B'C'D'.

B

tauka A" takBa na je A"B = A'B'. Heka je D" mpeceuna tauka npaBe CD u Hopmase Ha AB
y tauku A" .

D

3° TlpermocraBumo ja je, He yMawyjyhu ommroct, 4B > A'B'. Taga Ha mayxu AB noctoju

D" D'
i', ‘:".\-H_‘""--—.__\_\_ c Fo— {
I|I II|I T II|II TT— ——

".I \ \

| \

!

. I

| o
A Aw B Al

B!
Tana je mo craBy 1° oBor 3amatka A"BCD" = A'B'C'D',majeu A"D" = AD. Onarne
je, mo pepununuju, yersopoyrao AA"D"D Cakepujes, Te cy 1m0 4. eKBUBAJICHTY aKCHOME
Jlob6auesckor yrinoBu ZADD" w ZA"D"D mnoaynapuu u omtpu. CTora je yrao HarmopenaH
omrrpom yriy ZA"D"D, a To je yrao ZA"D"C, Tyn, mTO IOBOJM 10 KOHTPAAUKIIH]E, jep je
A"BCD" JlamOepTOB 4eTBOpPOYrao, a HEroB 4eTBPTH yrao je omrap. [IpernocraBka na je

AB > A'B' uuje nobpa, a kako ce ciyuaj AB < A'B' takolje cBOAM HA KOHTPAIMKIH]Y, TO je
AB = A'B', wrto no ctaBy 1° 3Haum na je ABCD = A'B'C'D'.

4°TIpermoctaBUMO Jaa je, He yMmamyjyhm ommroct, CD >C'D'.

Taga Ha OCHOBY
HEjeJHaKOCTH Tpoyriia Ha ayxu CD moctoju Tauka C" takBa naje Z/DAC" = /D'A'C’.

14



i,
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Cama je Ha ocHOBY craBa YCY ADAC" = AD'A'C', omakne cnemu AC"= A'C' n
/4/DC"4= /D'C'A". Kako cy yrnoBu ZDAB w ZD'A'B' mopmymapHu, TO Cy ¥ YIJIOBH
ZC"AB u ZC'A'B' nonynapuu. Heka je can B" mpeceuna tauka Hopmaie Ha CD'y C" u
AB. Kaxko cy caga nogyaapuu u yrinosu ZDC"B" n ZD'C'B’, To mopajy u yrnosu ZAC"B"
u /A'C'B" ourn mnonynapuu. Can je mo crapy YCY AAC'B"=AA'C'B’, ma je
ZAB"C" = ZA'B'C' =90°. U3 Tora cienu /BB"C"=90° u /B"C"C =90°, ma je 30up

yrioBa y yetBopoyrity B"BCC" jegnak 360°, mto je Hemoryhe. [IpernocTaBka Huje 100pa,
naje CD = C'D’', onakne cnenu ABCD = A'B'C'D’.

5° IlpernocraBumo aa je, He ymamwyjyhu ommroct, BC > B'C'. Tana Ha nyxu BC mocroju

tauka C" takBa 1a BC" = B'C'. Heka je D" mpeceuna tauka Hopmaie Ha BC y tauku C" u
nyxu AD.

Al B!

Tama je mo craBy 1° ABC'D"= A'B'C'D', ma je ZC'D"A= /C'D'A"= £ZCDA.
ITpema tome, ZC"D"D =180°— ZC"D"A=180°— LCDA , na je o(D"C"CD) =90°+90° +
+ ZCDA+180° — ZCDA = 360° mto je Hemoryhe. [IpernocraBka Hije 1o0pa, na je
BC = B'C', onaxue je no craBy 1° oBor 3agatka ABC"D" = A'B'C'D".

2. lokazatu na cy Cakepujesu uetBopoyrioBu ABCD u A'B'C'D’ ¢ ocuoButiama AB u A'B’
MOJIyIapHU aKO M CaMo aKo je:

1°AB= A'B',BC = B'C'
2°CD=C'D',BC =B'C'
3°AB=A'B',C=("'

4°BC=B'C',C=C"
5°CD=C'D',C=C'

1° Tlo craBy CYC, tpoyrnoBu AABC u AA'B'C' cy nogynapuu, onakie ciequ AC = A'C'
u /BAC=/B'A'C'. Tlo nedununmju CakepujeBor dverBopoyria, AD=A'D" wu
90°— Z/BAC = LCAD = ZC'A'D' =90°— ZB'A'C’", na je no crapy CYC ACAD = AC'A'D’,
onakne je CD=C'D' u ZADC = ZA'D'C'". Tlo teopemu 1 o CakepujeBUM 4€TBOPOYIIIHMA
je ZADC = ZBCD u ZA'D'C'= £B'C'D', na je u3 nperxomnor ZBCD = /B'C'D'. Cana

15



Cy CBH YrioBH W crTpaHuue uerBopoyrioBa ABCD w A'B'C'D' mopynapuu, ma cy W

YCTBOPOYIJIOBU NOAYAAPHU.

o c o Y

A B At B!

2° Heka je, He ymawyjyhu onmroct, AB > A'B'. Tana Ha nyxu AB noctoju Tauka B” Taksa
na je AB"= A'B'. Heka jeC" Tauka Ha mpaBoj ympaBHO] Ha AB y Tauku B" TakBa na
B"C" = B'C'. Tana je, npema tBphewy 1°, AB"C"D = A'B'C'D',nau3 C"D = C'D' Baxu u
C"D = CD . Hexka je u C" mpeceuna Tauka npasux B"C" u CD. Tana mocroje 3 ciydaja:

)

A R"B A B
Axo je B(B",C",C"), ouna je £DC"C > £ZB"C"C u £C"CB > ZC"CD, na Kako je
no reopemu 1 o CakepujeBum uerBopoyrinosuma /B"C"C = /C"CB (uetBopoyrao B"BCC"
je CakepujeB), To je ZDC"C > ZC"CD . C apyre ctpane, Tpoyrao ADC"C je jeqHaKoKpak,
te Baxkun £ZDC"C = ZC"CD , mto je y KOHTpaauKiuju ¢ ycnosom £B"C"C = LC"CB.

ii)

A B"B Al B

Axo je B(B",C",C"), tana je «/DC"B"+ #DC"C + ZCC"B" =360°, jep je C" Tauka

yHyTap KoHBekcHor uetBopoyria ABCD. C npyre crpane, Z/DC"C <180°, jep je To yrao
tpoyrna ADC'C, ZDC"B<90° u ZCC"B"<90°, jep cy To yrinoBu CakepujeBux

gyetBopoyriioBa AB"C"D n B"BCC" . OnaBne je
ZDC"B"+ £ZDC"C + ZCC"B" < 90°+180° + 90° = 360° 1mITO je KOHTPAJUKIIN]a.

iif)
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Axoje C"=C",tagausz ycioBa C'D = C'D' cnemu C = C", te u3 tauke C moctoje 2
IpaBe yIpaBHE Ha MpaBoj AB, MTO je Takohe KOHTpaIuKIHja.
[Tpema Tome, mipetniocTaBka 1a je AB > A'B’ je morpeinHa, na kako ce ciny4aj AB < A'B’
CIIMYHO OTOBprasa, Mopa outn AB = A'B’, na je Ha ocHoBy TBphewa 1° ABCD = A'B'C'D’.

3° Heka je, e ymamyjyhu ommroct, BC > B'C'. Tana je u AD > A'D'. Ha npasoj BC

noctoju tauka C” TakBa na je BC" = B'C’' u Ha npaBoj AD mocroju tauka D" TakBa jaa je
AD" = A'D'.

' c!

Al 24

Tana je uetBopoyrao ABC"D" CaxepujeB u o TBphemy 1° moayaapan ¢ A'B'C'D’.
Takohe, Baxu u <LBC'D"= /AD"C" = /A'D'C'= /B'C'D'= /BCD = /ADC, mna je
4D"C"C = ZC"D"D =180°— ZBC"D" =180°— ZBCD wm 30up yrioBa Yy YETBOPOYIIY
D"C"CD jemnak 2-(180°—4£BCD)+2-/ZBCD =360°, mro je Hemoryhe. Ilpema Tome,
npeTrnocTaBka je norpemsa, 1j. BC = B'C', onakne jeu ABCD = A'B'C'D'.

4° Heka je, He ymawyjyhu onmroct, AB > A'B'. Tana Ha nyxu AB noctoju Tauka A" Taksa
na je A"B= A'B'. Heka je D" Ttauka Ha mpaBoj ynpaBHOj Ha AB y Tauku A" TakBa na je
A"D"= BC. Tanma je dyerBopoyrao A"BCD" CakepujeB u mnpema T1Bphemy 1° je
A"BCD" = A'B'C'D'.

D pw C D o

At B

Opnasne cequ na jeu /BCD" = /B'C'D'= /BCD, e je D" e CD. Mehyrum, tana
mw LA'"D"C=/BCD wm /ZA"D"D=./ADD", xao u w3 LBCD=/ADD", cnemu
ZA"D"C = A"D"D, a xako Cy OHM HalopeIHH, TO je BUXOB 30up 180°, Tj. CBaku 011 BHUX je
no 90°, mTO je y KOHTPAaAWKIHUjH C TEOPEMOM Jia Cy YIJIOBH Ha MPOTHBOCHOBHIIU
CaxkepujeBor yeTBOpOyria omrtpu. IIpemMa Tome, mpeTnocTaBka Huje a00pa, Tj. AB= A'B’,
onakie 1o TBphewy 1° Baxku ABCD = A'B'C'D'.

5° Heka je, He ymamyjyhu omnmrroct, BC > B'C'. Tana na nyxu BC nocroju tauka B” Taksa
na je B"C. Kako je werBopoyrao ABCD CakepwujeB, 10 je AD = BC, na u Ha nyxu AD
noctoju Tauka A" pasmuunrta on 4 takBa gaje A"D = A'D'.
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o c Y

A Bt A? B!

Kako je DC=z=D'C', 4/DCB=/D'C'B" u CB"=zC'B', mo crapy CYC je
ADCB" = AD'C'B' , onaxne je DB"= D'B' u ZCDB" = ZC'D'B’. Kaxo cy yrnosu £A"DC
u LA'D'C' nopynmapuu, To cy moaymapuu u yriosu ZA"DB" u ZA'D'B’. OnaBne cieau
noxyaapHoct yerBopoyrioBa A"B"CD u A'B'C'D', na je uerBopoyrao A"B"CD Caxepwujes.
Cama je 4ZDA"B"=90° u ZA"B"C=90°, ma je u LAA"B=/BB"4=90° 360r
HAMmopeJHOCTH yrioBa. M3 oBora je 30up ymioBa y uerBopoyrny ABB"A" jeanax
4-.90° =360°, wro je Hemoryhe. [Ipema ToMe, npeTnocTaBka Huje 100pa, ¢ je BC = B'C' u
npema TBphewy 4° Baxku ABCD = A'B'C'D'.

3. Jlokazatu ma je nyx oxapeheHa cpeaumiTeM XHMIIOTEHY3€ M TEMEHOM IIpaBOr yria
MIPABOYTJIOT TPOYTJIa XUIEePOOINYKE paBHU Maba O MOJIOBUHE XUIIOTEHY3E.

Heka je A4ABC mnpaBoyriu Tpoyrao ¢ mpaBuM yrioMm koj TemeHa C u Heka je C,

CpEIUIITE XUIOTEHY3€e AB.

[IpernocraBumo cynpoTHo TBphewy 3amaTka, Tj. Heka je CC, >4E. Opasnme je
CC,2CiA n CC 2C/B, na je 30or nejenHakoctu tpoyrna ZLCAC, 2ZC,CA u
ZCBC, 2 ZC,CB . Capa je 30up yriosa y Tpoyrity A4ABC
0 =LCAB+ ZABC+ ZBCA2 LC,CA+ £LC,CB + ZBCA = ZBCA+ £ZBCA =2-90° =180°,
o je Hemoryhe. [Ipema Tome, npernocraska Huje 106pa, 1j. CC, <4E.

4. Axo cy A, B u C tpu pa3He Tauke Heke mpase /, a O Tauyka W3BaH Te MpaBe, JOKa3aTu Jaa
cpenuiuta 1yxu OA, OB u OC He npunajajy jeaHoj mpasoj.

Heka je, ne ymamyjyhu ommroct, (4,B,C) u Heka cy P, Q u R penom cpenuuira

nyxu OA, OB u OC. TlpeTnocTaBUMO CYNpOTHO, Tj. 1a cy Tauke P, O u R konuHeapue. Heka
cy A", B" u C' penom nogHoxja HopMmana u3 A, B u C Ha ipaBoj p Koja caapxu tauke P, Q
uR.
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Tana je B(A',B',C')u uerBotoyrnoBu A'B'BA m B'C'CA cy Caxepujeu. I[Ipema
teopemu 2 0 CakepujeBUM 4YETBOPOYIJIOBHMA, IyXk Koja craja cpeauiuta nyxu A'B' u AB
nenu yetBopoyrao A'B'BA na 2 JlambepToBa 4eTBOPOYIIIA, 114 je MpeMa TOMe HOPMaJlHa U Ha
A'B’ v Ha AB. CandHO je u Iyx Koja cnaja cpeauiurta ayxu BC u B'C' Hopmanna u vHa B'C’
u Ha BC. Jlpyrum peunma, Te 2 IyXKM HOpPMajHe Cy Ha mpaBe / U p M ca HUMa Tpaje
4yeTBOpoyrao ¢ 4 mpasa yria, mrto je Hemoryhe. Ilpema Tome, mpeTnocTaBka Huje 100pa, Tj.
tadyke P, Q u R HUCY KOJIMHEapHE.

W3 oBux 3amaTaka MOXeMO M3ByhM HEKONMKO OMTHUX 3akjbyyaka. [IpBo, Kako cy u
JlamGeproBu u CakepujeBH UYETBOPOYIJIOBM MPABOYTaOHHUIM Yy E€YKIUICKO] T'€OMETpPHUjH,
JEIUHU yCIIOB BUXOBE MOAYAAPHOCTH Y €yKIUICKO] TEOMETPHUJH j€ MOAYAAPHOCT 10 jeJTHE OJ1
CyCeIHUX UBHIA, JOK CE€ y XUMEPOOIMUKO) TE€OMETPUjU JI0Ka3yje Yak 5 pa3IMuuTUX CTaBOBa
noxynapuoctu JlamGeproBux, oaHocHo CakepujeBUX YeTBOpoOyrioBa. Jlpyro, IeHTap
OINUCAHOT Kpyra EyKJIMJCKOT MpPaBOYIJIOr TpPOyrja je y CpeIuINTy XHUIOTeHy3e, 0K Y
reomerpuju JloGaueBckor, ako NOCTOjU, ce Ty He Hama3u. WM tpehe, y reomerpuju
Jlo6aueBckor u3 ycnoBa AB || [ u BC || [ e cneau xonuHeapHOCT Tadaka A, B u C kao mrTo je
TO ClIy4yaj y €yKIUACKoj reomerpuju. Ilpema Tome, Mako UCTe y YETHPH Tpyle akcHoMma, a
pa3nuyuTe camo y jeJJHOj, OBE€ JIB€ TeOMETpHje MMajy BeoMa pa3InduTe OCOOMHE MPOCTHX
reOMETPHjCKUX O0JIMKA Kao LITO je YeTBOPOYrao, fa Yak u TPOyrao.

MOJIEJI XUITEPBOJIMYKE
I'EOMETPUJE

Hajnmo3znatuju Mozen xumnepOosidyke reoMerpuje Aao je (paHIlyckM maremaThyap
Amnpu [oenkape (1854-1912), koju ce mo memy 30Be [loenkapeoB auck moxen. [loeHkapeos
JMCK MOJIENI HaM yKa3yje Ha TO KaKo M3IJie/lajy OCHOBHHM I'€OMETPUjCKU OOJIMIHM, Kao LITO Cy
npaBa, Tpoyrao, yerBopoyrao uta. [lomohy mera Moxemo 00Jbe pa3yMeTH OCHOBHE CTaBOBE
KOJH BaXke Y XUIIEpOOIMUKOj FEOMETPU]H.

Heka je 3amaT npou3BoJbaH KPYr €yKIMJCKE PaBHU. Y HyTPALIHOCT TOT Kpyra 30BEMO
h-paBHHM, a CBaKy TauKy /-paBHHU 30BeMO /-TaukoM. Cam Kpyr Ha3uBamo arcoiyToMm. O3Haka
h 03HayaBa J1a TO IpeJCTaBJba Taj 00jeKaT y XUnepOoIuUKOoj TeOMETPHjU, TOK 00jeKTH Oe3 Te
O3HaKe O3HauaBajy Te 00jeKTe Yy eyKIUACKO] reoMeTpuju. IIpecek mpou3BOJBHOT Kpyra WIH
IpaBe yIpaBHE Ha arcoilyTH U h-paBHM 3Bahemo /-mipaBoMm. Ilpeceune Tauke Tor Kpyra mwiu
IpaBe M arcojiyTe 30BY ce€ KpajeBu Te A-mpaBe. CBaKku JyK MPOU3BOJBHOT Kpyra WIH JyX
MIPOM3BOJbHE MpaBe yIpaBHE Ha alCOJYTY YHMjH KpajeBH NMpUNANajy s-paBHU 30BEMO /-1y,
a KpY)KHHU JIYK WIH JyX YUJU je jeJaH Kpaj Ha arcoyyTd, a APYru Yy h-paBHU 30BEMO h-
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nonynpaBoM. IIpBu ox THUX KpajeBa 30BEMO KpajeM, a Jpyrd TEMEHOM A-TOJyIpaBe.
OuurneaHo je ga A-npasa pasjiaxke s-paBaH na JIBe A-10JIypaBHH U Ty A-TIpaBy 30BEMO pyOOM
Te h-mostypaBHH. J[[Be A-miosynipaBe Koje UMajy 3ajeJHUYKO TeMe Jiese -paBaH Ha JBa /-yria
U T€ A-TIOJTyIIpaBe 30BY C€ Kpally TOT A-yria.

Axko cy A, B u C Tpu npou3BOJbHE A-Tauke KOje He MpHIajajy jenHoj h-npaBoj, Taaa
CKYII KOjH ce cacToju o1l h-nyxu AB, BC u CA 30BeMO A-TpOYrioM.YTIOBH TOT A-Tpoyria cy
h-yrnoBu ZCAB, ZABC u /BCA. IlojMOBH h-IOJUTOHCKE JIMHUjE, A-TIONUTOHA, yria h-
MOJIUTOHA, A-TIOUTOHCKE JIMHUjE, MOBPIIM WTA. YBOJE CE€ Ha aHAJIOraH HAuyuH Kao U y
ariCOJIyTHOj T€OMETPHjH.

WHBep31joM y OHOCY Ha KpYT k ypaBaH Ha anCOIYTH WIH Pe(IEKCHjOM y OJTHOCY Ha
npaBy k ynpaBHY Ha ancoiyTH (Koja cTora caJap>Ku IIEHTap arcoiyTe) ce s-paBaH MpeciuKaBa
Ha cebe, ma ce h-pediexcujoM Ha3MBa MpeciIvKaBambe TOM MHBEP3UjOM WM pediiekcujom -
paBHU Ha camy cebe. OcoM Te h-pedrekcrje 30BeMo A-TipaBy Koja mpumnaaa Kpyry (1pasoj) 4.

JIOKaXMMO cajJia HEKOJIMKO TeopeMa OUTHHX 3a yBolemwe mojMa /-1o yaapHOCTH.

Teopema: 3a nBe pa3He A-Tauke 4 U B OCTOjU jeJMHCTBEHA /-peduiekcrja KOjoM ce Te
JIBE TauyKe MMPECINKaBajy jeiHa Ha PYTYy.

Jlokas: Ako Tauke A U B HUCY Ha MIPEYHUKY anconyTe, Hekacy A u B’ ciuke Tadaka
A v B y uHBep3uji ¥ 0JHOCY Ha arnconyty. Kako je uetBopoyrao ABB'A’ teTHBaH, MoCTOju
KpyT k koju caapxu tauke A, B, A" u B' 1 Weros mnpecek ¢ s-paBHH je h-TipaBa Koja CaapiKu
tauke A u B. Ako cy ipaBe AB u A'B’ mapanense, h-1nipaBa Koja OpHUIaga MEAHjaTPHCH TyKH
AB mpencraBipa ocy h-peduiekcrje KojoM ce Tauke A U B ciukajy jenHa y Apyry. AKo ce
npaBe ABu A'B" ceky, oca h-pediekcuje kojoM ce Tauke 4 U B cauKajy jeqHa y apyry ouhe
h-TipaBa Ha Kpyr'y KOjH je yIpaBaH Ha arcoyyTu u Kpyry k. Llenrap tor kpyra Ouhe mpeceuna
Tayka mpaBe 4B U mpaBe Koja Caap>Ku MPEeceYHe Tayke arcoyyTe U Kpyra k, a ModynpedHUuK
TOTr Kpyra 6uhe TaHr€HTHa TyX U3 IEHTpa Ha aTllCOIyTY.

AKo cy Tauke 4 U B Ha NpeuHUKy arncoiyre, Taja MoCToju KpyT [ KOjU caJp>Ku Tauke
A u B un ceue anconyty y taukama C u D. Ako cy npaBe AB u CD mapanense, oca h-
peduekcuje kojom ce Tauke 4 u B ciaukajy jenHa y Apyry Ouhe A-mpaBa Ha NMpEYHUKY
aricoyIyTe KOjH je HopMmaliaH Ha AB.
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Axko ce npaBe AB u CD ceky y Hekoj Tauku S, Taga he oca h-pediuekcuje Kojom ce
Tauke 4 ¥ B cinukajy jeaHa y Apyry OUTH Ha KPYry € LEHTPOM y S U MOJYNPEYHUKOM
JeIHAKUM TaHTEHTHO] Ty>KU U3 S Ha allCOIYTH.

e

Y cBakOM OJ HaBeIEHHX CIlly4ajeBa, JEIUHCTBEHOCT TpaxeHe h-peduiekcuje ce
JI0Ka3yje HEeIOCPEIHO.

OBuM /10Ka30M IOKa3aHe cy U JBe KoHCTpyKiuje. [IpBa ox mUX je KOHCTpyKuuja /-
npaBe Koja MmpoJia3u Kpo3 JIBe 3ajaate h-tauke 4 U B, a qpyra je KOHCTpYKLMja MeaujaTpuce
MIPOU3BOJBHE A-TyXU AB.

Cneneha Teopema je moTpeOHa 3a TOKa3MBamke KOHCTPYKLHUje OucekTpuce
MIPOU3BOJBHOT A-yTIIa.

Teopema: Axko cy p u g nBe h-ipaBe KOje C€ CeKy, TaJga IOCTOje TayHO JBe /-
pediekcuje KojuMa ce Te JBE A-TpaBe MpeciIvKaBajy jelHa Ha JIPYry, a ako Cy JIUCjyYHKTHE,
MIOCTOjU jJeIMHCTBEHA h-pedieKcja KOjoM ce OHE NMPECINKaBajy jeiHa Ha JIPYTYy.

Jloka3: Heka cy k u k' xpyroBu Koju cajpke 3agate A-mipaBe p U q. AKO Cy p U ¢
JMCjyHKTHE, TaJa Cy ¥ KPYroBU k M k' MUCjYHKTHU WIH Cc€ NOAYPY]Y Y HEKOj TauKH Koja
npumaga anconytd. Crora TOCTOjM jJEIWHCTBEHA WHBEpP3Uja KOjoj C€ TH KPYroBU
NpeciIMKaBajy jefad Ha Apyrd. Kpyr Te nnBep3uje Mmopa OUTH ympaBaH Ha arncouytu. [Ipema
TOME, TOCTOjH jeAMHCTBEHA h-pediekcuja KojoM ce A-TipaBe p U ¢ NpPECcIMKaBajy jeaHa Ha
Apyry, a mbeHa oca Mpumajga Kpyry s € LEHTpOM Yy Tauykd Koja TMpeacTaBiba Mpecek
3ajeTHUYKUX CTOJbAllllbUX TAHTCHTH Ha KpyroBe k u k'.

AKo ce, MelyyTuM, mpaBe p U g CeKy, I0CTOje TAYHO JIB€ HHBEP3Hje KOjUMa c€ KPYTOBH
kw k' cnukajy jegaH Ha qpyru U CAaMUM THM TIOCTOje 1Be h-pediekcuje Kojuma ce s-mpase p
U ¢ TpeciuKkaBajy jenHa Ha apyry. Oca jenHa on THUX A-peduiekcuja mpumaga Kpyry s ¢
[IEHTPOM y TayKH TpeceKa 3ajeIHNYKUX TaHTCHTH KpyroBa k W k' KOju caapu TpecedHe
Tauke Kpyroea k u k', a oca apyre h-peduekcuje je Kpyr s’ KOju Caap>KH MpeceyHe Tauke
KpyroBa k v k' W ynpaBaH je Ha Kpyry s.
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13 oBe Teopeme TpUBHUjaIHO BaXkH cieneha Teopema:

Teopema: Iloctoju jenmuHcTBeHa A-pediekcHja KoOjoM ce JBe A-TIONyIpaBe ca
3ajeITHUYKUM TEMEHOM CIIMKajy jeJIHa Ha JIPYTY.

OBOM U IPETXOJHOM TEOPEMOM IOKa3aHa je KOHCTPYKIHja OMCEKTPUCE MPOU3BOJHHOT
h-yrna.

VYBeauMo joir HeKe OCHOBHE ImojMoBe. Ako ¢y A, B u C Tpu pa3He KoJuHeapHe h-
Tauke U h-tauka B npunana h-nyxu AC, Tana je h-tauka B y penanuju ,,u3mehy* ¢ h-raukama
A n C n mumemo fB,(4,B,C). Axko je nap h-tadaka (4,B) h-nogynapan mapy h-Tadaxa

(C,D), Taga nocToju KOHa4YaH HU3 A-pediekcuja yuja KOMIO3MIIMja peciukasa nap (A4, B)

h
Ha map (C,D). IlogynmapHocT TuX mapoBa h-Tayaka o3HauaBamo ¢ (A4,B)=(C,D), a
KOMIIO3ULIU]Yy THX h-pediexcuja 30BeMo A-U30METPHjOM /-paBHHU.

Jla O6ucMo J0Ka3anu Ja je MpeJCTaBJbeHU MOJE] MCIpaBaH MOJEN XHUIepOOIUYKe
paBHM, TOTPEeOHO je JO0Ka3aTh Ja Bake CBE aKCHOME ariCoJlyTHE TeOMEeTpHje U Ja BaxXH
akcuoma JlobaueBcKor.

JIOKaXMMO jOoII jelHy TEOpeMy HEONXOAHY 3a JOKa3MBaWke HCIPABHOCTH
IToenkapeoBor IMCK MoOJeNla Kao MoJieia XUIepOoInyKe reoMeTpuje.

Teopema: 36up yHYTpalImbHUX YII0Ba MPOU3BOJBHOT A-Tpoyria MamHu je oa 180°.

Hoxka3: Ako je ABC h-tpoyrao u O 1eHTap amncoiyTe, Tajga MpeMa IpBOj TEOPEMH U3
OBOT JieJIa TIOCTOJU jeJIMHCTBEHA /-pediexcuja kojoM ce A-Tauka A npeciukasa y A-tauky O.
Hexka ce Tom h-pednexcujom h-tauka B cnuka y h-tauky D, a h-tauka C ciuka y h-tauky E.
Tom peduexcujom ce yrimosu h-tpoyria ABC ciukajy y bUMa MOAyAapHE YIJIOBE A-Tpoyria
ODE, a h-nyxu AB n AC ce npecnukaajy Ha h-gyxu OD u OF koje npunajajy npeqyHunumMa
arcoiyTe.

Cana cy h-yrmoBu ZODE u ZOED w™awu o eykimuiackux yrioBa ZODE u
ZOED , na je 30up yrioBa h-tpoyrna ODE mamu on 306upa yrioBa Tpoyria AODE , koju
uznocu 180°. Kako je h-tpoyrao ABC monynapan h-tpoyrny ODE, To je 30Mp HeroBux
yriaoBa Mamu ox 180°.

Cazna MoxeMO IIPUCTYIHUTH JI0Ka3UBamwYy cienehe Teopeme:

Teopema: h-paBas je Mojen XunepOOIUIKe PaBHH.

Joxka3s: IlorpeGHO je noka3aT Aa MOJMOBH A-Tauke, A-mipaBe, h-TOAYAapHOCTH U A-
u3Mely 3a70BoJbaBajy CBE aKCHMOME alCOJIyTHE F€OMETpHje, OCUM OHHUX KOje Ce OJHOCE Ha
MPOCTOP, Kao LITO Cy YETBPTa, MeTa, CEeIMa, OCMa U JIeBeTa aKCHOMa WHIIUJICHIIN]E.

C 003upoM Ha TO J1a CBAKM KpYr CajJp>ku OapeM JiBe Tauke M MOCTOjU jeIMHCTBEHU
KpYyr ymnpaBaH Ha amlCOJyTH KOjU Caap>KU J[BE JaTe pa3He Tauke, 3a/I0BOJbEHE Cy MpBE TPH
aKCcHOMe MHLUJACHIUje, jep caja MOCTOju HajMame je/lHa A-ipaBa Koja caJip>Ku JIBe A-Tauke,
MOCTOjU TAa4HO jeJHa A-TIpaBa KoOja CaJpKd JBE pa3He A-Tayke W CBaka A-TpaBa CaApxKH
HajMamwe JBe pazHe h-tauke. Kako h-paBaH cagpku Oap Tpu /-HEKOJMHEApHE Tauyke,
3aJI0BOJBEHA j€ M IecTa aKkCHoMa WHIMICHIIH]e.

[ITo ce TMYe MPBUX MET aKCHOMa pacrnope/ia, HEMOCPETHOM IIPOBEPOM ce YTBphyje 1a
one Baxe. Ocraje na ce nokaxe jom [lamoa akcuoma. 3aucra, ako cy 4, B u C tpu h-
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HEKOJIMHEeapHe Tadyke U aKko je / h-mpaBa Koja He caapku h-Tauky A u ceue h-npaBy BC y
tauku P takBoj aa je f3,(B,P,C), Taga h-tauka A npunaaa wiu oHoj s-monypaBHU ¢ pyooMm /
K0joj mpumnajaa h-tauka B uiau oHOj h-monmypaBHH ¢ pyOom / kojoj mpumnana h-tauka C. Y
OpBOM ciy4dajy, h-npaBa [ ceue h-npaBy AC y Q takBoj na je f,(4,0,C), a y apyrom
citydajy y Tauku R takBoj na je f3,(4,R,B).

IIpBa akcuoma mOXYJApPHOCTH BaXKM HEMOCPEAHO Ha OCHOBY jaeduHunmje h-

MOAYAAPHOCTH, a IITO Ce JPYre akCUOMe TUYe, JOBOJHHO je y3eTH A-pedieKkcujy KojoMm ce A
ciika y B u B ciuka y A (TakBa h-peduiekcuja MOCTOJM M jeTHHCTBEHa je), ma je IO

h
nebunuimju  (A4,B)=(B,A). Tpeha akcuoma momynapHOCTH Takol)e Baku, jep ako je

h h
(4,B)=(C,D) u (4,B)=(E,F), nocroju h-uzomerpuja [, koja npecinukaBa (A4,B) vy
(C, D)u nocroju h-usomerpuja I, xoja npecnukasa (4,B) y (E,F) n xomnozunuja I, o I,
je h-uzomMerpuja koja mpeckukaBa map h-tadaka (C,D) y map h-tavaka (E,F), ma Baxu

h
(C,D)=(E,F).

Heka cy 4 u B nBe pa3ne h-tauke u Heka je CX h-monymnpasa ¢ TemeHoMm y C. Kako
nocroju h-pedaexcuja kojom ce h-tauka A cnuka y h-tauky C, ToMm h-peduiekcujom ce h-
Tayka B ciuka y HeKy /-Tauky E.

Taxobe, kako mocroju A-peduiekcuja kojoM ce h-nonynpaa CE ciuka y h-nonynpaBy
CX, ToM h-pednexcujom ce h-tauka E cnuka y HeKy A-tauky D Ha nomynpasoj CX. Cana je

h h
(C,E)=(A4,B) m (C,E)=(C,D), ma Ha ocHOBy Tpehe akcuome NOIyIapHOCTH BaXH

h
(4,B)=(C, D).
Heka cy 4 u B nBe pasHe h-tauke u Heka ¢y A" u B’ h-tauke pyOa Heke A-monypaBHU
h
m takBe na je (A,B)=(A',B'). Tama moctoju h-uzomerpuja KojoM ce map h-tadaka (A, B)
cnuka y map h-tagaka (C, D). Axo je C Heka h-Tauka Koja He mpumaja h-npaBoj AB, Taga ce

h
OHAa TOM h-uU30MeTpUjoM mpecnukaBa y h-tauky C' TtakBy ma je (A4,C)=(A4,C") u

h
(B,C)x(B',C"). Y h-monypaBuu 7 TakBa h-tauka C' je jeAWHCTBEHA jep h-U30METpHUje
qyBajy /-yrioBe, Na je TUMe JoKa3aHa I1eCcTa akCuoMa MOoAyIapHOCTH.

Panu mokasuBama ceiMe akcuome, npetmnoctaBumo ga ¢y 4, B, Cu A", B, C' nBe
TpOjKe h-HekonuHeapHUX Tadaka U D u D' tauke h-monynpaBux BC u B'C' TakBe naa je

h h h h
(4,B)=(A',B"), (B,C)=(B',C"), (C,4)=(C',A") u (B,D)=(B',D"). C 003upoM Ha TO 1a
MOCTOjU jeJIMHCTBEHA A-M30MeTpHja Koja mpeciukasa ypeheny tpojky (4,B,C) y (4,'B',C"),

h
TOM h-u30MeTpHjoM ce Tauka D ciukay D', na je crorau (4,D)=(A4',D").
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Ocraje jomr yerBpTa akcuoma moayaapHoctu. Heka cy C u C' tauke h-nyxu AB u

h h
A'B" TtakBe ma je (A4,C)=(A',C") u (C,B)=(C',B"). C 003upoM Ha TO Ja TOCTOjH
jenmuHCTBEeHA h-u3omerpuja kojom ce ypehenu map (A4,C) cnuka Ha (A4',C') u ypelhenu map
(C,B) cnuka Ha (C',B'), Tom h-uzomerpujom ce ypehenn map (A, B) ciuka Ha (A',B'), na

h
je (4,B)=(A',B").

JlenexkuH0Ba akCMOMa BaKM KakKo 3a IMpaBe, TaKO M 3a KPYXKHE JYKOBE U TyXKH, Ia
cTora BakM 3a OWJIO Kojy A-mipaBy h-paBHU. TuMe je JOKa3aHO Ja A-paBaH UCIyH-aBa CBE
aKCHOME arcoJlyTHE TeOMEeTpHje KOje Ce OJHOCE Ha paBaH, T€ je OHa MOJIEN allCOyTHE PaBHH.

Ha ocHoBy mpeTrxonHe Teopeme, 30Mp YrioBa HMPOHM3BOJHHOT /-TPOYIJIa MamH je 0]
180°, ma kako je Taj cTaB eKBUBAJIEHTaH akcuoMmu JloOGaueBCKOr, BaXXM M aKCHOMa
JloGaueBckor y s-paBHu. Ctora je s-paBaH MOZeN XUuNnepOoIMyKe paBHU.

OBgo je npuka3 akcuome Jlobauesckor y [loeHkapeoBOM IUCK MOJEINY.
Hpumep:

VY TloeHkapeoBOM IHCK MOJENy XWUIepOoNuuKe paBHU ngate cy h-tauke 4 u B.
Onpenutu h-tauky C TakBy Aa je h-tpoyrao AABC mpaBuiaH.

3a oBaj 3a/1aTaK MPBO HAM je MOTpeOHa KOHCTPYKIMja Tauke MHBEP3HE HEKO] TauKu X
y OJTHOCY Ha HEKH KpYT k ¢ HeHTpoM y O U MOJIyIIPEUHUKOM 7.

Koncrpyuiie ce mpaBa HopMmanHa Ha mpaBoj OX y tauku X. Heka je jenna on
IpeceyHuX Tayaka Kpyra k u Te npase Tauka 7. Casa ce KOHCTpYyHUIIEe TAHIeHTa Ha K y TauKu
T. Tlpeceuny Tauky Te TaHrente u npaBe OX o3naummo ¢ X'. TpaxkeHa Tauka ympaBo je
tauka X'.

Jloka3: Heka je v MHBep3uja y OZHOCY Ha KpYT k ¢ eHTpoM y O U NOTYIPEYHUKOM 7.

TpoyrnoBu AOTX u ATX'O wmajy 3ajenundku yrao LTOX (£TOX') u noaynapHe yriose
ZOXT n ZOTX' xoju cy mpaBu, Te Cy OHH CIIMYHH, 11a U3 Tora cieau OT :0OX'=0X :OT ,
1j. OX -OX' =", na je no fepunuuuju Tauka X' WHBEP3HA Tauku X y OJHOCY Ha KPYT K.

ITopen oBe KOHCTpyKIHje, MOTpeOHE Cy KOHCTpyKUHja h-menujarpuce h-myxu XO,
rze je O ueHTap amioiayTe, KOHCTPYKIMja CIUKE Kpyra y HHBEp3HUjU y OJTHOCY Ha HEKH KpPYT,
Ka0 M KOHCTPYKIIMja /-Kpyra ¢ LIEHTPOM Y /-Tauku X KOjU CaApKu A-Tauky Y.

Koncrpykuuja h-menujatpuce h-nyxu XO, tne je O ueHtap amncoiyre, a X
MPOM3BOJbHA TauKa U3BOJIU Ce Ha clieieh HauuH:

Koncrpywuiue ce (eykinuacka) mpaBa HopMaiHa Ha npaBoj OX y tauku X. Heka je jeana
OJl TIPECEUYHUX Tayaka arcoyiyre W Te mpaBe Tauka /. Cajga ce KOHCTpYMILIE TaHI€HTa Ha
arnconyty y Tauku 7. I[Ipeceuny tauky Te Tanrenre u npase OX ozHauumo ¢ O_. TpaxeHa h-

24



MenujaTpuca je MpPeceK YHYTpalllbOCTH arcolyre M Kpyra ¢ LeHtpoMm y O, u
noxynpeyaukom O T .

Hoxka3: Kako cy tauke O, X u O xonuneapue u Baxu f(0_,X,0), 10 je u
/X0 X =/X0.0. C npyre crpane, yrnmoeu Z0 XO n ZO.XX' cy npaBu, ma Baxu
AO_XX'~AO,0X', omaxne je 0,0:0X'=0X":0X, 1. 0,0-O.X =r>. U3 oBora u
B(O,,X,0), Ha ocHOBy nedununmje uHsepsuje, Baxu y(X)=0 un yO)=X. VY
[ToenkapeoBOM JHMCK MOJENy TO 3Hauu Ja cy Tauke X u O h-cuMeTpU4yHE y OJHOCY Ha h-
IpaBy Koja MpHUMaia Kpyry MHBep3uje v , Ia je Ta mpaBa TpaxxeHa h-MenujaTpuca.

KoHcTpykimja cnuke kpyra k' y MHBEp3UjH y OJIHOCY Ha JaTHU KPYT BPIIU CE€ TaKO IITO
ce ojabepy TpH NPOM3BOJbHE TaYKEe HA KPYry k, a 3aTUM Ha ONMMCAHU HA4YMH Hal)y CIMKe THX
Tayaka y MHBEP3UjU y OJHOCY Ha JaTu Kpyr. TpakeHa ciuka Kpyra k je Wid mpaBa Koja
caJlp’Ku CIMKE THUX Tadyaka (TO BaXH y CIy4ajy Jla Kpyr k caap>Ku LIeHTap Kpyra WHBEp3Hje)
WM KPYT KOJU CaJAp>KM CIIMKe TUX Tayaka. HarmomMeHnMo 1a ce ToM MHBEP3UjOM LIEHTap Kpyra
k He mpecaKKaBa y IEHTap HEroBe CIUKE.

Ha kpajy, KoHCTpyKuHMja /A-Kpyra ¢ HEHTPOM y A-Tauku X KOjU CaipXu A-Tauky Y
BPILU CE€ TAKO IITO C€ KOHCTPYHUIIE €yKIUJCKH KPYT ¢ UEHTPOM Y X U MOJIyIPEUHUKOM XY
aKo je X 1eHTap arcoiyre. AKO TO HUje Clly4aj, OHJla S€ HajIpe KOHCTPYHILE A-MeaujaTpuca
m h-ayxu XO Ha OMCaHM HAYKMH. 3aTUM Ce KOHCTpyHIle /s-Tauka Y' Koja je ciuka h-tauke V
y h-pednekcuju ¢ h-ocom m. [lotom ce KoHCTpyHIe eykauacku kpyr [ ¢ nentpom y O u
nonynpeunukoM OY. Ha kpajy, TpaxkeHu A-Kpyr je kpyr / koju je ciuka kpyra [y h-
pedexcuju ¢ h-ocom m.

Jloka3: Axo je Tauka X WACHTUYHA LEHTPY aICoJyTe, Taja je TPakeHU KPYr 3aucra
SYKJIHMJICKA KPYT ¢ LEHTPOM Yy X U MOJynpedHuKoM XY, jep ce meHrap A-kpyra X y cMUCITY
MoJIeNa MOKJIana ¢ BeroBUM EYKIHICKUM LEHTPOM aKo M caMo ako je X IeHTap ancoiyTe. Y
ApyroM ciy4ajy, kama X HHje HACHTHYHA LCHTPY amcoiyre, Tauka Y' noOWjeHa TOM
KOHCTPYKILIMJOM j€ 3auMCTa CIMKa Tauke Y y MHBEP3HjU Y OJAHOCY Ha KPYI KOJU CaapxkH h-
npaBy m. Kako Y' npunana kpyry /', To ieHa ClIMKa Y Mopa NpHUINajaTi TPaKEHOM Kpyry /
KOjU je ciMKa Kpyra /' y WHBEp3HjU Y OJHOCY Ha Kpyr KOju cajapxu A-mpaBy m. Kako je O
nenrap kpyra /', a X ciuka tauke O y mocMaTpaHoj HHBEP3HUjH, TO je X LeHTap TPaKeHOT /-
Kkpyra / y cmuciy mojena. He 3a0opaBuMo fa eykiInCcKu LieHTap kpyra / Huje Tauka X. OBuUM
j€ IoKa3 3aBpIIICH.

Tpaxena h-tauka C KOHCTpYHILIE Ce cajia Kao IMpecevHa Tauka A-Kpyra ¢ IeHTpoM y A
KOJU cajpXu h-Tauky B W h-kpyra ¢ LeHTpoM y B koju caapxu Tauky A. Te h-kpyrose
KOHCTPYHMIIIEMO Ha HAa4YMH OIHMCAaH y MPETX0JHO] KOHCTpykuuju. [Ipeceune Tauke Tux h-
KpYroBa 3a/10B0JbaBajy yCJIOBE 3a/1aTKa.
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3HAYAJ TEOMETPUJE JIOBAYEBCKOI'

,,] eomeTpuja JlobaueBCKOT MOCIyKHUIIa je Ka0 OCHOBA 3a OTKpUha Koja cy JI0BeJa U 10
MeTOoJla 3a TpOpauyHaBamke YHYTap AaTOMCKOr je3rpa®, TBpAE pYCKH aKaJeMHIH
XpuctujaHoBu4 1 JIaBpeHTjeB.

Cam AnbGepr AjHIITajH M3TPaauoO je CBOjy MO3HATY TEOPH]y PEIaTUBHOCTU KOja ce
3aCHMBA Ha TECHO] U y3ajaMHO]j B€3H IPOCTOPa, BpeMEHa U MaTepuje, ocliamajyhu ce mpu ToM
Ha pesynrate M ujaeje Pumana, Koje, y CTBapH, NpEACTaBbajy Jajbl pa3Boj Hjaeje
Jlo6a4eBcKor.

I'eomerpuja JloGaueBckOr MMa BEJIMKM 3HA4a] y Ppa3BUTKY pEIaTUBUCTHYKE
KOCMOJIOTHje, Ta caMuM TUM U 3a pajg CtuBeHa XokuHra. OTkpuhe KBa3apa M mocmarparmba
bUXOBOT' CBETJIOCHOT CIIEKTpa, JOHENa Cy HEe caMO MOTBpAY LIMpEHha CBEMHUpa W KoJarca
3Be3na, Beh u motBpay reomerpuje JlobaueBckor.

Otkpuhe HeeykiHMICKe TeoMeTpHje craaa y pea Hajehux oTkpuha y Maremaruiu.
OBuM oTkpuheM, Kao W LEJIOKYIHUM CTaBOM MaTeMaThuapa u ¢uio3zoda mareMaTHKe,
JloGaueBckH je OTBOPHMO HOBE IyTEBE Yy PAa3BUTKY MaTeMaTUKE KOJU Cy YCIEIUIU Ha
aKCMOMATCKUM 3aCHHMBabMMa CBHUX I'paHa MaTeMaTUKE M YBPCTHO C€ Yy peA TeHHjaTHHX
CTBapaJiara.

[ToBogOM cTOroauMIIUIIE HETOBOI pohema yremesbeHa je Harpanga JlobadyeBckor 3a
7ieNia U3 HeeYKITH/ICKe TeOMETpHje.

Hukonaj UBanoBuy JlobaueBcku (1752-1856)

,,HeMa HU jeZiHe TpaHe MaTeMaTHKe, Ma KakKo Jia je aliCTpaKkTHA, KOja ce jeTHOT JlaHa He
06U MorJIa IPUMEHHUTH Ha I10jaBe CTBApHOT cBeTa™, pekao je JlobaueBcku.
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